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Lie $\mathrm{g}$ , $\mathrm{g}$ Lie $G$ ,
Ad : $G’-*\mathrm{B}$ $\mathbb{P}*(\mathrm{g})$ .
, , $O_{\min}\underline{\subseteq}\mathrm{g}$ , $X(\mathrm{g})$
, $\mathrm{g}$ (adjoint variety) :
$X(\mathrm{g})$ $:=\pi(O_{\min})\underline{\subseteq}\mathbb{P}_{*}(\mathrm{g})$ .
, $\pi$ : $\mathrm{g}\backslash \{0\}arrow \mathbb{P}_{*}(\mathrm{g})$ . $X$ (\S )P*(g)




$X\subseteq \mathbb{P}^{N}$ , $P\in \mathbb{P}^{N}\backslash X$ 1 ,
$\pi_{P}$ : $Xarrow \mathbb{P}^{N-1}$ . ,
1: $P$ $\pi_{P}$ : $Xarrow\pi_{P}(X)$ ?
. , $X$ .
, ( $\zeta \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}$ variety” :
$X\underline{\subseteq}\mathbb{P}^{N}$ , 2 $X,$ $y\in X$ $\mathbb{P}^{N}$ ( )
, $X$ secant line . , $x\in X$ $X$
$\mathbb{P}^{N}$ $X$ $T_{X}X$ , $X$ $x$
$\underline{\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}}$ . , $X,$ $y\in X$ ,
(1) $\pi_{P}(X)=\pi_{P}(y)\Leftrightarrow P\in\overline{x^{y;}}$
(2) $\mathrm{r}\mathrm{k}(d\pi_{P})_{X}<\dim X\Leftrightarrow P\in T_{X}X$ ;
1 $P \in \mathbb{P}^{N}\int$ , $P$ $\mathbb{P}^{N}$ $H$
, $Q\in \mathbb{P}^{N}\backslash \{P\}$ $P,$ $Q$ $\overline{PQ}$ $H$
$\pi(Q):=\overline{PQ}\cap H$ $\pi$ . $H\simeq \mathrm{F}^{i}N-1$ ,
$\pi$ : $\mathbb{P}^{N}\backslash \{P\}arrow \mathrm{F}^{N-1}$( .
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. , secant line
$\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X$ $:=$ $\cup$ $\overline{Xy}$
$\subseteq \mathbb{P}^{N}$
$x,y\in X,x\neq y$
, $X$ Sec $X= \bigcup_{x},y\in X,x\#^{y}\overline{yx}$ $\bigcup_{x\in X}TxX$
,
$\pi_{P}$ : $Xarrow\pi_{P}(X)$ : $\Leftrightarrow$ $P\in \mathbb{P}^{N}\backslash \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X$
. Sec $X$ $X$ $\underline{\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{y}}$ .
, 1 , Sec $X\neq \mathbb{P}^{N}$ , , yes
. $X$ , $\dim X=n$ $\dim$ Sec $X\underline{<}2n+1$
, $N>2n+1$ 1
yes .
, $N\leq 2n+1$ ? $N=5^{1}$ , $n=2$ ,
:
1 ( $\mathrm{p}$ . Severi(1901) [17]): $S\subseteq \mathbb{P}^{5}$ ,
:
(1) $P\in \mathbb{P}^{5}$ $\pi P$ : $Sarrow\pi_{P}(S)$ .
(2) $S$ Veronese , $v_{2}(\mathbb{P}^{2})$ . ,
$v_{2}$ : $\mathbb{P}^{2}arrow \mathbb{P}^{5}$ ; $(x : y : z)\mapsto(x^{2}$ : $y^{2}$ : $z^{2}$ : $y_{Z:}ZX$ : $x^{y)}$ .
, ( , $\mathrm{R}$ . HartShOrne linear nOrmality
2 [S] , ):
2 $(\mathrm{F}. \mathrm{Z}\mathrm{a}\mathrm{k}(1979)[19])$ : $X\underline{\subseteq}\mathbb{P}^{N}$ ,
See $X\neq \mathbb{P}^{N}$ $3n+4\leq 2N$ .
2 $Y\subseteq \mathrm{p}m$ , $n=\dim Y$ $3n>2(m-1)$
, $Y$ linearly normal 7. . , $Y\subseteq \mathrm{F}^{\dot{1}m}$ linearly normal
, $X\subseteq \mathbb{P}^{m+1}$ $Y$




? Severi , $n=2$ $\text{ }$
. , 2 ,
$\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X\neq \mathrm{p}N$ , $3n+4=2N$
$X^{n}\underline{\subseteq}\mathbb{P}^{N}$ Severi . $\mathrm{Z}\mathrm{a}\mathrm{k}$
, :
3 $(\mathrm{Z}\mathrm{a}\mathrm{k}(19\mathrm{S}1)[19])$ : Severi :
(1) $v_{2}(\mathbb{P}^{2})\underline{\subseteq}\mathbb{P}^{5}:$ Veronese .
(2) $\sigma(\mathbb{P}^{2}\mathrm{x}\mathbb{P}^{2})\subseteq \mathbb{P}^{8}$ : Segre .
(3) $\mathrm{G}(2,6)\subseteq \mathbb{P}^{14}$ : Grassmann via Pl\"ucker embedding.
(4)
$E_{6}(\omega_{i})\#_{\acute{J}}^{J}\subseteq \mathbb{P}^{26}$
: ‘E6P ’ $(\mathrm{i}=1,6)$ . , $\omega_{1},\omega_{6}$ , Dynkin
$\alpha_{1}$ $\alpha_{6}$
$j\triangleright-\text{ }\alpha_{1},$ $\alpha_{6}$ , Killing
; $E_{6}(\lambda)$ , E6-B\pi IJ $G$ , $\lambda$
$V(\lambda)$ $G\cap \mathbb{P}*(V(\lambda))$
.
, (4) E6- , (1) $-(3)$
.
, Sec $X$ $\zeta$ ’ $2n+1$ ,
$\delta:=2n+1-\dim \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X$
, $X$ $\underline{\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}}$ ( secant deficiency) . Severi
, secant variety 1 ,3 $\delta=1,2,4,$ $\mathrm{S}$
. Zak SeVeri , :
2 ( $\mathrm{R}$ . Lazarsfeld-A. Van de Ven(1984) [15]): See $X\neq \mathbb{P}^{N}$
$X\subseteq \mathbb{P}^{N}$ secant defect $\delta$ ,
?
3 2 , $P\in \mathrm{F}^{N}$) $\backslash \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X$ $\pi$ , $\pi(X)\subseteq \mathrm{F}^{1N-1}$
, Sec $\pi(X)=\pi(\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X)\neq \mathrm{F}^{j}N-1$ ,
Zak ( 2) .
$2\mathrm{G}$
, $\delta>8$ . secant defect
:




. , $\langle*, *\rangle$ , $*$ .
$\dim$ See $X=\dim\langle T_{x}X, T,X\rangle=2n-\dim T_{x}X\cap T_{y}X$ ,
$\delta=\dim T_{x}X\cap T_{y}X+1$
. Lazarsfeld-Van de Ven ,
Severi ,
.
, : 4 $G$
$V$ , $G$ $\mathbb{P}*(V)$ ,
–$\text{ }\S_{\backslash }1$ $\Xi_{1}’P\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\backslash }5’\backslash /P\mathfrak{F}1\Phi$ .
$G$ $V$ ,
: $\lambda,$ $\mu$ $V$ , $\tilde{\alpha}$
5 $(\mathrm{K}(1995)[9]):\kappa(\lambda-\mu, \lambda-\tilde{\alpha})>0\Rightarrow\delta=0$ .
, $\kappa(*, *)$ Killing .
6 (Zak(1993) [15], [19]) $G$ $X\underline{\subseteq}\mathbb{P}^{N}$
,
(1) $\delta>0\Leftrightarrow X=\sigma(\mathbb{P}^{a}\cross \mathbb{P}^{b})\underline{\subseteq}\mathbb{P}^{ab+a+b}$ .
(2) $\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}$ $X=\mathbb{P}^{N}\Leftrightarrow X=\sigma(\mathbb{P}^{1}\rangle\langle \mathbb{P}^{n-1})\subseteq \mathbb{P}^{2n-1}$ $\sigma(\mathbb{P}^{1}\cross \mathbb{Q}^{n-1})\subseteq$
$\mathbb{P}^{2n+1}$ . , $\mathbb{Q}^{n-1}\subseteq \mathrm{p}n$ 2 .
5, 6 A , :
: $X\subseteq \mathbb{P}^{N}$ , See $X\neq \mathbb{P}^{N}$ $\delta>0$
, $X$ , , :
(1) $v_{2}(\mathbb{P}^{n})\underline{\subseteq}\mathbb{P}^{N}(n\geq 2),$ $N+1=(\begin{array}{l}n+2n\end{array})$ ; $\delta=1$ .
4 , .
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(2) $\sigma(\mathbb{P}^{a}\mathrm{x}\mathbb{P}^{b})\subseteq \mathbb{P}^{N}(a,b\geq 2),N+1=(a+1)(b+1);\delta=2$.
(3) $\mathrm{G}(2,m)\subseteq \mathbb{P}^{N}(m\geq 4),N+1=(\begin{array}{l}m2\end{array});\delta=4$ .
(4) $E_{6}(\omega_{i})\underline{\subseteq}\mathbb{P}^{26}(\mathrm{i}=1,6);\delta=8$.
(5) (2), (3), (4) $X^{/}$ , $\delta=\delta^{/}-1$ .
(6) $X(\mathrm{g})\subseteq \mathbb{P}_{*}(\mathrm{g})(\mathrm{r}\mathrm{k}\mathrm{g}>1);\delta=1$.
, VbrOneSe , Segre , Grasmann
$\mathrm{Z}\mathrm{a}\mathrm{k}$ Severi E6n ,
, : , $\delta\leq 8$
, , no [9].
\S 2.
, $\mathrm{g}$ , : A
, Segre : $X(-\prime \mathrm{r}\mathfrak{l}_{m})=\sigma(\mathbb{P}^{m-1}\cross \mathbb{P}^{m-1})\cap$
(1) $\subseteq \mathbb{P}^{m^{2}-2}$ . BD , Grassmann : $X(\mathcal{B}\mathit{0}_{m})=$
$\mathrm{G}_{\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{o}^{\mathrm{g}}}$ .(2, m)P( )-l. , 2 Fano
, GraSSmann $\mathrm{G}(2, m)$ 3 . C
, VerOnese : $X$ ( 2m) $=v_{2}\mathbb{P}^{2m-1}\subseteq \mathbb{P}^{(\begin{array}{l}2m+17\sim\end{array})-1}$ .
, $E_{6},$ $E_{7},$ $E_{8},$ $F_{4},$ $G_{2}$ , ,
21 33 57 15 5 .
, :
$\mathrm{A}$ (K- - (1995) [10]): $X(\mathrm{g})\subseteq \mathbb{P}*(\mathrm{B})$
, .
(1) $\dim \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}$ $X$ (\S )=2 $\dim X(\mathrm{g})$ , , $\delta=1$ .
(2) $\mathrm{g}$ $\mathrm{g}=\sum_{i=-2}^{2}$ $\dim \mathrm{g}\pm 2=1$ ,5
$\mathrm{c}\mathrm{o}\dim(\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X(\mathrm{g}), \mathbb{P}_{*}. (\mathrm{g}))=\dim \mathrm{g}_{0}-1$ .
, $\mathrm{r}\mathrm{k}\mathrm{g}\geq 2$ , See $X(\mathrm{g})\neq \mathbb{P}*(\mathrm{g})$ .
(3) )– $X+$ 5 $\iota_{2^{-\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}}\mathrm{p}1\mathrm{e}}$ $(X+’ X_{-}, H)$
, $G\cdot\pi(H)$ , See $X(\mathrm{g})$ :
$G\cdot\pi(H)=\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X(\mathrm{g})$ .
5 , $\mathrm{g}1\neq 0$ . , $\mathfrak{g}1\neq 0\Leftrightarrow$
$\mathrm{r}\mathrm{k}^{\mathfrak{g}}\geq 2\Leftrightarrow \mathfrak{g}\simeq\epsilon \mathfrak{l}_{2^{1}}\mathbb{C}$ .
28
(4) $u\in \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}$ $X(\mathrm{g})$ contact IOCUS $C_{u}$ .
,
$C_{u}:=\overline{\{v\in \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X(\mathrm{g})|T_{u}\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X(\mathrm{g})=T_{v}\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X(\mathrm{g})\}}$
. , $u\in \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X(\mathrm{g})$ $\dim C_{u}=2$
.
, $X\subseteq \mathrm{p}N$ ,
$X^{*}:=\overline{\{H\in\check{\mathrm{p}}N|H\supseteq TxX(\exists x.\in X)\}}$
, $X$ . , $\check{\mathbb{P}}^{N}$
$N$ , , $\mathbb{P}^{N}$
. $X^{*}$ , $N-1$ $X$
,
. :
B ( $\mathrm{F}.$ Knop-G. Menzel (1987) $[14]^{6}$ ): $X(\mathrm{g})\underline{\subseteq}\mathbb{P}*(\mathrm{g})$
: $\mathrm{c}\mathrm{o}\dim X(\mathrm{g})^{*}=1$ .
: $W$ Weyl , $\overline{\alpha}$
$\mathrm{C}$ ( (2000)[16]): $\deg X(\mathrm{g})^{*}=\neq(W\cdot\overline{\alpha})$ .
, $F_{4},$ $E_{6},$ $E_{7},$ $E_{8}$ , 24, 72,
126, 240 .
$X\subseteq \mathrm{p}N$ ,
$\prime 1^{\urcorner}\mathrm{a}\mathrm{n}X:=\cup T_{x}X\subseteq \mathbb{P}^{N}$
$x\in X$
$X$ tangent variety . , $X$ Tan $X\underline{\subseteq}\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X$
. , Sec $X(\mathrm{g})=\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{n}X(\mathrm{g})$
$\epsilon_{\mathrm{K}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{p}- \mathrm{M}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{z}\mathrm{e}1}[14]$ , ,
, .
29
.7 , , $z\in \mathbb{P}^{N}$ ,
$\Theta_{\mathcal{Z}}:=\{X\in X|T_{x}X\ni z\}$
$X$ $z$ $\underline{\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}}$locus .
$\mathrm{D}$ (KK (1998) [11]); $X,$ $y\in X(\mathrm{g})\subseteq \mathbb{P}*(\mathrm{g})$
, :
$\Theta_{[,y]}x=\{X, y\}$ .
, tangent variety $z\in \mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{n}X(\mathrm{g})$ , $(x, y, z)$ $\mathbb{P}\mathrm{B}[2^{-}$
triple , :
$\mathrm{O}-_{z}=\{X, y\}$ .
, $X,$ $y,$ $Z\in \mathbb{P}*(\mathrm{g})$ , $(X, y, Z)$ $\mathbb{P}B\mathrm{L}_{2^{-\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}}\mathrm{p}1\mathrm{e}}$ , 5 $\iota_{2^{-}}$
triple, $(X, Y, Z)(X, Y, Z\in \mathrm{g})$ , $\pi(X)=x,$ $\pi(Y)=y,$ $\pi(Z)=Z$
, .
, , $\underline{\supset}$ .
, . Lie $\mathrm{B}\iota_{2^{-\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}}\mathrm{p}1\mathrm{e}}$
.
, Lie $\mathrm{g}$ f\yen \hslash $\mathrm{g}=\sum_{i=-2}^{2}\mathrm{g}i$
$V(\mathfrak{g}):=\pi(\{X\in \mathrm{g}_{1}|(\mathrm{a}\mathrm{d}x)^{2}\mathrm{g}-2=0, x\neq 0\})$
$V(\mathrm{g})\subseteq \mathbb{P}*(9^{1})$ , ,
8 . , $X(\mathrm{g})\cap \mathbb{P}*(\mathrm{g}\mathrm{l})\underline{\subseteq}V(\mathrm{g})$
, :
$\mathrm{E}$ ( $\mathrm{K}$- (1998)[11]): $X(\mathrm{g})\cap \mathbb{P}*(\mathrm{g}1)=V$ (\S ).
$V(\mathrm{g})\subseteq \mathbb{P}*(\mathrm{g}\mathrm{l})$ , H. Freudenthal Lie $[$, $\mathrm{a}$
7 , $\pi(H)\in T_{\pi(\mathrm{x}_{+})}X(\mathfrak{g})$ $\mathrm{A}$ (3) . , Fulton-
Hansen connectedness theorem , $\mathrm{A}$ (1) .





, $G$ $\mathbb{P}_{*}(\mathrm{g})$ , secant line secant line .
, $G$ $\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X(\mathrm{g})$ . ,
:
$\overline{\mathrm{g}}.\mathrm{I}\Sigma \mathrm{F}-\supset$.
(KK (1999) [12]): $X(\mathrm{g})\underline{\subseteq}\mathbb{P}_{*}(\mathrm{g})$ ,
(1) secant variety, See $X(\mathrm{g})$ , $G\cdot\pi H$
: , , $O0:=O_{\min}$ ,
$O_{1},$
$\ldots,$
$O_{r}\subseteq \mathrm{g}$ , :
$\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X(\mathrm{g})=G\cdot\pi H\mathrm{u}\prod\pi O_{i}r$ .
$i=0$
(2) $O_{0},$ $\ldots,$ $O_{r}$ . , $O_{\max}$
, $O\subseteq \mathrm{g}$ ,
$\pi O\subseteq \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X(\mathrm{g})\Leftrightarrow O\underline{<}O_{\max}$ .
(3) $\mathrm{c}\mathrm{o}\dim(\pi O_{\max}, \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X(\mathrm{g}))=1$ .








$9\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{u}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{l}$ [6] , symplectic geometry variety of
planes . meta-symplectic geometry




(K- (1999) [12]): $\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{c}X(\mathrm{B})$ Hasse :
$\epsilon \mathrm{f}_{2}\mathbb{C}$ $\epsilon \mathrm{f}_{3}\mathbb{C}$ $\epsilon 1_{n\geq 4}\mathbb{C}$ $2n^{\mathbb{C}}$
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